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Sejam a,b,c,d € R taisque a < bec<d.

Considere o retangulo R = [a,b] X [¢,d].
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Considere agora uma parti¢do {zg, 1, x2, ..., Tn} com

a=x0< 21 <xToy < ...<xp =0,

do intervalo [a, b].
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Considere também uma particdo {yo, 1,2, -, yn} com

c=y<y1 <y2<..<yn=d,
do intervalo [c, d].

d=y,
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Particdo

Definicdo de Integral Dupla
Propriedades

Interpretagdo Geométrica

Integrais Duplas sobre Retangulos

Observe que as partices anteriores definem subretdngulos de R.
Cada subretangulo R;; é o produto cartesiano dos subintervalos
[i—1,2i] e [yj—1,y;], com 1 < 4,5 <n.

d:yh
Q-
R R
VAP SR n nn
L .
-
R
13
I B B
y 12 22
1
Rit | Ray Rai Rt
C=Y% i
a=xy X X X1 b=x,

Evandro Alves Nakajima Calculo Il



Particdo

Definicdo de Integral Dupla
Propriedades

Interpretagdo Geométrica

Integrais Duplas sobre Retangulos

As particoes tomadas anteriormente n3o precisam ser necessaria-
mente do mesmo tamanho, isto é, nd3o precisam ter o mesmo nimero
de pontos, entretanto fazer isso simplifica as contas. Além disso,
outra simplificacdo feita é tomar o tamanho das partices dos inter-
valos o mesmo.

—a

b d—
Sejam Ax = - e Ay = TC as medidas das laterais dos

subretangulos.

Seja f : R — R uma func3o limitada, isto é, existem nidmeros reais
m e M tais que m < f(x,y) < M para todo (z,y) € R.

A soma de Riemann de f sobre R é definida por

n n

Sn = D> fley) Az Ay

j=1i=1

onde c;; é um ponto aleatdrio pertencente ao subretangulo I2;;.
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Definicao
A funcdo f : R — R € integravel se o limite

lim S,

n—-+4o0o

existe e o valor da integral dupla de f sobre R é

/ /R f(a,y)dzdy = Tim_S,

Teorema
Se f : R — R € continua entdo f € integravel.

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada em no livro
“Um curso de anadlise” vol. 2, Elon Lages Lima.
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Definicdo de Integral Dupla
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Exemplo 1: Vamos calcular

/ / zy’dxdy
R

onde R é o retangulo [0, 1] x [0, 1].

Solucao: Tomemos uma particdo
O=xp<m1 <...<xp=1
O=y<y<..<yp,=1

de R, com
r,=kAx e yp=kAy

onde Az = Ay = — (observe que de fato (zx,yr) € Rk)-

S|
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Definicdo de Integral Dupla
Propriedades

Interpretagdo Geométrica

Integrais Duplas sobre Retangulos

temos que a soma de Riemman de f sobre R é dada por

SN Fzivy;)

i=1 j=1
n n
D> wmi(y)? - Aw- Ay
i=1 j=1
n n
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Deste modo, temos que a integral dupla de f sobre R é

// flx,y)dedy = lim S,
R n—-+oo
. on3 +5n% +4n+1
= lim

n—+o0o 12%3
1

6

Fica como exercicio provar as seguintes desigualdades (utilizar indugdo
finita)

n(n+1)

14+2+...+n= 5

nn+1)2n+1)
6

124224+ ... +n%>=
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Sejam f,g : R ¢ R?> — R continuas e & € R. Sejam também
R1 e Ry dois retangulos cuja intersecdo sdo pontos de fronteira,
satisfazendo R = R; U Rs, entdo

) Linearidade

// x,y)+a-g(z,y)|dedy = // flx,y d:cdy—l—a// g(z,y)dxdy

) Aditividade

//fa:yd:vdy / fa:ydxdy—i—/ fz,y)dxdy
Rl RQ

i) Se f(z,y) <g(x,y), ¥(z,y) € R, entdo

//Rf(x,y)dmdyS//Rg(x,y)dxdy
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O préximo teorema é conhecido como Teorema de Fubini e nos
diz que a integral de uma funcdo continua f sobre um retangulo
R é a integral de f com relagdo a uma das varidveis (mantendo
a outra constante) e depois integramos novamente com relagdo a
outra varidvel.

Teorema
Sejam R = [a,b] x [¢,d] e f : R C R? — R continua, entdo

[ [ sasay= "] [ ste.ae) as= [ [* rte.vpts] a
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Exemplo
Calcule // xy*dxdy, onde R é o retangulo [0,1] x [0, 1]. Pelo
R

teorema de Fubini

11 pl
// ryldedy = / / xy2dx} dy
R o |J/o

1
] y2dy
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Seja f : R ¢ R? — R uma funcdo continua sobre o retangulo R
tal que f(z,y) >0, V(z,y) € R.

Feita uma particao desse retangulo observe que as laterais de cada
subretdngulo medem Ax e Ay, logo a drea de cada subretangulo é

Area(R;j) = Az - Ay
Ao escolhermos um ponto ¢;; € R;; e calcularmos f(c;;), obtemos

a altura de um paralelepipedo P;; de base AzAy. Assim, o volume
desse paralelepipedo é

Vqume(Pij) = f(CzJ)A:L‘Ay
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Integrais Duplas sobre Retangulos

Particdo

Definicdo de Integral Dupla
Propriedades

Interpretagdo Geométrica

Assim, a soma de Riemann de f sobre R, nas condigdes acima,
representa a soma dos volumes dos paralelepipedos F;;.

Ao fazermos o niimero de divisdes tender a infinito esse volume se
aproxima do volume abaixo do gréfico de f sobre o retdngulo R.
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@ me =4, V=dLS

(b)ym=n=8, V= 44875

Deste modo,

(O 16,V — 4646575

V(f) = //Rf(a:,y)dxdy
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Exemplo: Vamos calcular o volume abaixo do gréfico de f(z,y) =
16 — 22 — y? sobre o retangulo R = [0,2] x [0, 2]

V(f) = //R(m — 2% — 2y%)dzdy

PR)
= / / (16 — 22 — 2y dydx
02 : 31y=2
5 -
= / 16y — 22y — il dx
0 3 y=0

2 1
= / [322:626} dx
0 3

223 =2
_ gy 2w 10w
3 3 =0
1 2
= 64—;—%—64—16:48
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