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Fórmulas de Quadratura de Gauss

As fórmulas de quadratura são fórmulas usadas para calcular integ-
rais da forma ∫ b

a
ω(x) · f(x)dx (1)

por ∫ b

a
ω(x) · f(x) ≈

n∑
k=0

Ak · f(xk),

onde,

Ak =

∫ b

a
ω(x) · lk(x)dx

com

lk(x) =
(x− x0)(x− x1)...(x− xk−1)(x− xk+1)...(x− xn)

(xk − x0)(xk − x1)...(xk − xk−1)(xk − xk+1)...(xk − xn)
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Para isso, considere a faḿılia de polinômios φ0(x), φ1(x), φ2(x), ...
de graus 0, 1, 2, ... respectivamente, definidos por

φ0(x) = 1

φ1(x) = x− 〈xφ0(x),φ0(x)〉〈φ0(x),φ0(x)〉 = x− 〈x,1〉〈1,1〉

φk+1(x) = xφk(x)− αkφk(x)− βkφk−1(x) para k = 1, 2, ...

Onde,

αk(x) =
〈xφk(x), φk(x)〉
〈φk(x), φk(x)〉

e βk(x) =
〈φk(x), φk(x)〉
〈φk−1(x), φk−1(x)〉

com os produtos escalares adequados a cada ω(x) e intervalo [a, b].
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Polinômios de Legendre São obtidos usando-se o produto escalar:

〈f(x), g(x)〉 =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

Onde, comparando com 1, temos a = −1, b = 1 e ω(x) = 1.

Polinômios de Tchebyshev São obtidos usando-se o produto es-
calar

〈f(x), g(x)〉 =
∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x)g(x)dx

Onde, comparando com 1, temos a = −1, b = 1 e ω(x) = 1√
1−x2 .
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Polinômios de Laguerre São obtidos usando-se o produto escalar

〈f(x), g(x)〉 =
∫ +∞

0
e−xf(x)g(x)dx

Onde, comparando com 1, temos a = 0, b = +∞ e ω(x) = e−x.

Polinômios de Hermite São obtidos usando-se o produto escalar

〈f(x), g(x)〉 =
∫ +∞

−∞
e−x

2
f(x)g(x)dx

Onde, comparando com 1, temos a = −∞, b = +∞ e ω(x) = e−x
2
.
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Vamos computar a integral ∫ 1

−1
exdx

utilizando 3 pontos e fazendo todos os cálculos necessários para
obtê-los.
Primeiramente precisamos encontrar o polinômio φ3(x) pertencente
à faḿılia de polinômios ortogonais segundo o produto escalar sug-
erido por Legendre (pois ω(x) = 1, a = −1 e b = 1).
Deste modo,

φ0(x) = 1, φ1(x) = x−〈x, 1〉
〈1, 1〉

= x−
∫ 1
−1 x · 1dx∫ 1
−1 1 · 1dx

= x− 0

x|1−1
= x

φ2(x) = xφ1(x)− α1φ1(x)− β1φ0(x)
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onde

α1 =
〈xφ1(x), φ1(x)
〈φ1(x), φ1(x)〉

=

∫ 1
−1 xxxdx∫ 1
−1 xxdx

=
0
2
3

= 0

e

β1 =
〈φ1(x), φ1(x)〉
〈φ0(x), φ0(x)〉

=

∫ 1
−1 xxdx∫ 1
−1 1 · 1dx

=
2
3

2
=

1

3

Assim,

φ2(x) = x2 − 1

3

Por fim, temos que

φ3(x) = xφ2(x)−α2φ2(x)−β2φ1(x) = x

(
x2 − 1

3

)
−α2

(
x2 − 1

3

)
−β2x
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Com,

α2 =

∫ 1
−1 x

(
x2 − 1

3

) (
x2 − 1

3

)
dx∫ 1

−1
(
x2 − 1

3

) (
x2 − 1

3

)
dx

= 0

β2 =

∫ 1
−1
(
x2 − 1

3

) (
x2 − 1

3

)
dx∫ 1

−1 xxdx
=

4

15

Logo,

φ3(x) = x3 − 1

3
x− 4

15
x = x

(
x2 − 9

15

)
,

donde, as ráızes em que devemos calcular a integral são

x0 = −0.7745966692, x1 = 0, x2 = 0.7745966692
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Fórmulas de Quadratura de Gauss

Agora, afim de utilizarmos a fórmula

Ak =

∫ b

a
ω(x) · lk(x)dx

Devemos calcular l0(x), l1(x) e l2(x), fazendo

l0(x) =
x · (x− 0.7745966692)

(−0.7745966692− 0)(−0.7745966692− 0.7745966692)
=

=
x2 − 0.7745966692x

−1.1999999987
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l1(x) =
(x+ 0.7745966692) · (x− 0.7745966692)

(0 + 0.7745966692)(0− 0.7745966692)
=

=
x2 − 0.5999999993

−0.5999999993

l2(x) =
(x− 0.7745966692) · x

(0.7745966692− 0)(0.7745966692 + 0.7745966692)
=

=
x2 + 0.7745966692x

1.1999999987

Assim, temos que

A0 =

∫ 1

−1
ω(x) · l0(x)dx = 0.55555555555
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A1 =

∫ 1

−1
ω(x) · l1(x)dx = 0.88888888888

A2 =

∫ 1

−1
ω(x) · l2(x)dx = 0.55555555555

Deste modo, segundo a fórmula de quadratura,∫ 1

−1
exdx ≈ A0f(x0) +A1f(x1) +A2f(x2)

= 0.5555555555e−0.7745966692+0.88888888888e0+0.5555555555e0.7745966692

≈ 2.350336928
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